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Capitulo 3.

Propiedades locales de las funciones holomorfas.

pp. 111 - 140



3.2.2. Ejercicios Propuestos (p. 117)

Ejerc. 118 - 123



Ejercicio Propuesto 118.

En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe una funcion f holo-
morfa en un entorno del origen, verificando que f(%) = a, para todo numero
natural n suficientemente grande:

a) as, =0, agp—1 = 1.
1
b) azn = a1 =5,

— n
c) ap = i
Solucién.

a) Una funcién f definida en un entorno del origen verificando que f (%) =0

v f (2n£1) = 1 para todo numero natural n suficientemente grande no es ni

siquiera continua.

b) Si una funcién f es holomorfa en un entorno del origen y verifica que
f (%) = % para todo numero natural n suficientemente grande, entonces
por el principio de identidad se tiene que f(z) = z. Si ademés f verifica que
f (ﬁ) = % para todo nimero natural n suficientemente grande, puesto

que
1

1 1 1 In—1
f( — ) = — = — = 1 5
2n—1 2n 2n—-1+4+1 1457

2

T En conse-

de nuevo por el principio de identidad se tiene que f(z) =
cuencia no puede existir una tal funcién f.

¢) Si una funcién f es holomorfa en un entorno del origen y verifica que

1

f(5;) = 47 para todo ntiimero natural n suficientemente grande, puesto que

1 n 1
f(_) = = T 1
n n+1 1+
por el principio de identidad se tiene que f(z) = ﬁ Ciertamente, la
funcién Flz es holomorfa en C\{—1}. ]

Ejercicio Propuesto 119.
Sea f una funcion entera tal que f(R) C R. Prueba que f(Z) = f(z) para
todo z € C.



Solucién.
Considérese la funcién entera f* definida por

() = 1)
(Ver ejercicio resuelto nimero 27.) Como f(R) C R, se sigue que
f(z) = f(x), Vx € R.

Luego la funciéon entera f* — f se anula en R, y por el principio de identidad
f*— f =0. Por tanto

equivalentemente

Ejercicio Propuesto 120.

Sea Q un dominio de C. Justifica que el anillo H(SY) de las funciones holo-
morfas en Q es un dominio de integridad, es decir, no tiene divisores de
cero.

Solucion.
Se ha de probar que

LgeH(Q) : fg=0 = f=0o0 g=0.

Supongamos que f no es idénticamente nula y fijemos a € 2 tal que f(a) # 0.
Puesto que €2 es abierto y f es continua en a, podemos tomar R > 0 tal que

D(a,R)CQ y f(2)#0, Vze€ D(a,R).
Como fg = 0 se sigue entonces que
g9(z) =0, Vze D(a,R).

Por el principio de identidad se tiene entonces que g = 0. [ |



Ejercicio Propuesto 121.
Sean f y g funciones holomorfas en un dominio ). Supongamos que hay
una sucesion {an} de puntos de Q que converge a un punto a € ) con

an #a y f/(an)g(an) = g/(an)f(an) para todo n € N.

Prueba que las funciones f y g son linealmente dependientes.

Solucién.
Si f =00 g =0, claramente son linealmente dependientes. Supongamos por
tanto que ambas son no idénticamente nulas. Por el principio de identidad,

f'(2)9(2) = ¢'(2)f(2), Vze€Q.
Fijemos zp € Q2 tal que g(zg) # 0, y fijemos p > 0 tal que

Entonces 5 € H(D(z0,p)) y para todo z € D(zp, p) se verifica que

(z)' o P10~ 1)

g 9(2)?

Luego existe A € C tal que f = Ag en D(zp,p). De nuevo por el principio
de identidad, f = Ag en €. [ |

Ejercicio Propuesto 122.

Sea f una funcion holomorfa en el disco unidad verificando que f(0) = 0.
Prueba que la serie ), < f(2") converge en el disco unidad y que su suma
es una funcién holomorfa en dicho disco.

Solucién.

Veamos que la serie converge uniformemente en los compactos del disco
unidad. Para ello bastard ver que converge uniformemente en los discos
D(0,p) con 0 < p < 1. Como f(0) = 0 se tiene que f(z) = zg(z) con g una
funcién holomorfa en el disco unidad. Para cada 0 < p < 1 consideremos

M(p) = maz {| g(2) |:| = |< p}.
Fijado un tal p, se tiene que

| f(2") |=]2"g(z") |< M(p)p", VneN, y VzeC :|z[<p.



Como la serie numérica >, -, M(p)p" = M(p)>_,~, p" es converge, por
el Criterio de la mayorante de Weierstrass, la serie Y. ., f(z") converge
uniformemente en D(0, p). Variando p obtenemos que la serie converge en
el disco unidad. Finalmente, por el Teorema de Weierstrass, la funcién suma
de la serie es una funcién holomorfa en el disco unidad. ]

Ejercicio Propuesto 123.

Da un ejemplo de dos funciones holomorfas en un dominio acotado que
coincidan en infinitos puntos del mismo y no sean idénticas. Considera
también el caso de que el dominio no sea acotado.

Solucién.
Las funciones f(z) = 0y g(z) = sen == son holomorfas en el disco unidad
vy no idénticas pese a que coinciden en el conjunto infinito

-1
{mT :nEN}.
nmw

Las funciones f(z) =0y g(z) = sen z son enteras y no idénticas pese a que
coinciden en el conjunto infinito 7Z. [ |




3.4.2. Ejercicios Propuestos (pp. 139-140)

Ejerc. 124 - 140



Ejercicio Propuesto 124.
Sea f una funcion holomorfa no constante en el disco D(a,R). Para 0 <
r < R definamos

M(r)=max{| f(z) |:|z—a|=71} y A(r)=max{Ref(z) :| z—al|=r}.

Prueba que las funcionesr +— M(r) yr — A(r) son estrictamente crecientes.
Si se supone que f es una funcion entera no constante, entonces

lim M(r)= lim A(r) = +oc.

r—-+00 r—-+00

Solucion.
Sean 0 < r < s < R. Por el principio del médulo méximo M (r) no puede
ser un maximo de | f | en el disco D(a, s), por lo que

M(r) = max{| f(z) [:| z —a[=r} <max{| f(2) [:] 2 —a[< s} =

max{] £(2) |:] z - a |= s} = M(s).

Ya que Re f es armonica, en virtud del principio de extremo para funciones
armonicas, A(r) no puede ser un maximo de Re f en D(a, s), por lo que sera

A(r) =max{Re f(2) :| z—a|=r} <max{Re f(2) :| z —a |< s} =

max{Re f(z) :| z—a |=s} = A(r).

Supuesto que f es entera no constante, por ser las funciones M y A
estrictamente crecientes, ha de existir el limite de ambas (bien sea finito o
infinito) en +o0. Si fuese lim,_,~ M (r) < +o00, entonces f estaria acotada,
y por tanto (por el Teorema de Liouville) seria constante. Asi pues,

lim M(r) = +oo.
r—-+00
Si fuese lim,_, 4 A(r) < 400, entonces Re f estaria acotada, y por tanto f

serfa constante (consecuencia del hecho de que para toda funcién entera no
constante se verifica que f(C) = C). Asi pues,

lim A(r) = 4o0.

r—+00



Ejercicio Propuesto 125.

Sea Q2 un dominio acotado del plano y {f,} una sucesion de funciones con-
tinuas en § y holomorfas en Q. Prueba que si {f,} converge uniformemente
en la frontera de Q, también converge uniformemente en Q.

Solucién.
Dados p, ¢ € N sabemos que

max{| fp(2) = fo(2) |: z € Fr(Q)} = max{| f(2) = fo(2) |: z € Q}.

Supuesto que { f,} converge uniformemente en la frontera de €2, se sigue que
{fn} satisface la condicién de Cauchy uniforme en la frontera de Q2. Por lo
anterior, {f,,} satisface la condicién de Cauchy uniforme en €, y por tanto
{fn} converge uniformemente en €. |

Ejercicio Propuesto 126.

Sean Q1 y Qg abiertos del plano, g : Q1 — C continua con g(21) C Qo y
f € H(Qo) tal que f'(2) #0, Vz € Qy. Prueba que si fog es holomorfa en
Qq también lo es g.

Solucion.
Dado a € ©, como f'(g(a)) # 0, por el Teorema de inversién local aplicado
a f en el punto g(a), existe un abierto U con g(a) € U C 5 tal que

1) f esinyectiva en U y V := f(U) es abierto,
2) fiu : U — V es biholomorfa.
Consideremos
W:=g U)={z€ : g(z) €U}.

Puesto que g es continua, se tiene que W es abierto. Ademads, es claro que
aeW C Q.

Por hipdtesis h := fog € H(). Es claro que hyy = flyy o gjw- Luego
gw = (f‘U)_1 o hyyy. Asi, por la regla de la cadena, gy es derivable en a.
Finalmente, en vista del caracter local de la derivabilidad, se concluye que
g € H(Ql)

10



DE OTRA MANERA

Fijemos a € ;. Si g es constante en un entorno de a, claramente g es
derivable en a. Supongamos que g no es constante en ningin entorno de a.
Por el Principio de Identidad podemos tomar p > 0 tal que

D(a,p) €1y g(2) # g(a), Vz € D(a,p).

Sea {z,} una sucesién en D(a, p) convergente hacia a y con z, # a, Vn € N.
Se tiene entonces que g(zy) # g(a), Vn € N. Ademds, como g es continua,
{9(zn)} converge a g(a), y como f es derivable en g(a) se tiene que

f(g(zn)) — flg(a))
9(zn) — 9(a)

Como f’(g(a)) # 0, existe un ndmero natural m tal que para n > m se

verifica que
f(9(zn)) = f(g(a))

lim

= f'(g(a)).

0.
o) —gl@) 7
Ahora notemos que para n > m se verifica que
9(zn) —gla) _ 1 fg(zn)) = flg(a))
Zn—a L(g(zn)) = f(g(a)) Zn — Q ’
9(zn)—g(a)

y por tanto

lim

g(Zn) —g(a) o 1 oV (a
m—a @) V9@

En conclusién, g es derivable en a, y ademas

Sy - Yoo (@
f'(g(a))
|
Ejercicio Propuesto 127.
Sea f una funcion entera tal que f(z) € R para | z |= 1. Prueba que f es
constante.
Solucién.

La funcién C\{0} — C dada por

11



es holomorfa. Por hipétesis, para todo z € C con |z| = 1 se verifica que

Luego, por el principio de identidad

f(z) = @ vz € C\{0}

En consecuencia,

g, fe) = g f (é> oS (é> =f0)

Por tanto, f estd acotada, y por el Teorema de Liouville, f es constante.

De otra manera:

Consideremos las funciones

u(z) =Imf(z), VzeC,

v(z) =0, VzeC.
u y v son funciones arménicas en D(0,1) y continuas en D(0, 1). Nétese que
u(z) =v(z), Vze€ Fr(D(0,1)) = u(z) =v(z), Yz€ D(0,1) =

Imf(z) =0, Vze€ D(0,1) = f es constante en D(0,1).

Finalmente, por el Principio de Identidad, f es constante en C.
|

Nota: Este ejercicio también es consecuencia del ejercicio que viene a con-
tinuacién. A saber, tomando g = f en D(0, 1), obtenemos que f es constante
en D(0,1), y por el Principio de identidad, f es constante.

Ejercicio Propuesto 128.

Sean f,g: D(0,1) — C holomorfas en el disco unidad abierto y continuas
en el disco unidad cerrado. Se supone que para | z |= 1 se verifica que
g(2) = f(2). Prueba que f y g son constantes.

12



Solucion.
Como g(z) = f(z) en C(0, 1), se tiene que

Reg=Ref y Img=—Imf en C(0,1),

esto es
Re(g—f)=0y Im(g+f)=0 en C(0,1).

Por el Corolario 3.23,

Re(g—f)=0y Im(g+f)=0 en D(0,1),
y por tanto

Reg=Reg y Img=—1Imf en D(0,1),

y en consecuencia

f(z) =g(2) en D(0,1).

Como f € H(D(0,1)) y f =g € H(D(0,1)), se sigue que f es constante, y
por tanto también g es constante. [ |

Ejercicio Propuesto 129.
Sea f € H(C*) tal que

liir(l)f(z) = lim f(z) = 0.

zZ—00

Prueba que f tiene un cero en C*.

Solucion.
Si f no se anula en C\{0}, entonces % € H(C\{0}). Como lim,_,o f(z) = o0

se tiene que
1

lim —— =0,
==0 f(2)
y por el Teorema de Riemann, % puede verse como una funcién entera.
Ademas, por ser lim,_,, f(2) = oo, se sigue que
1
lim —— =0,

2= f(2)

13



de donde se sigue que % estd acotada. Por el Teorema de Liouville, % es
constante, y por tanto f es constante. Pero entonces no ocurrir que

lim f(z) = lim f(z2) = oc.

z—0 zZ—00

De otra manera

Si f(1) = 0 hemos acabado. Supongamos que f(1) # 0, y llamemos
a=|f(1)]. Como
lim f(z) = lim f(z) = o0

z—0 Z—00

podemos afirmar que

Ir >0 tal que |f(2)|>a+1, V2 C\{0}:|z|<r

JdR >0 tal que [f(2)]>a+1, Vz:|z| > R.

Luego f alcanza su minimo absoluto en el anillo A(0;r, R).
Puesto que f no puede ser constante, por el Principio del médulo minimo,
f debe tener ceros en dicho anillo.
|

Ejercicio Propuesto 130.
Justifica que no puede existir una funcion f € H(D(0,1)) tal que para todo
w con |w|=1 se tenga

lim f(z) = oc.

zZ—w

Solucién.
Supongamos que existe una tal funcién y lleguemos a una contradiccién.
Supongamos que existe una tal funcién f y veamos que podemos suponer
que el conjunto Z(f) de los ceros de f es vacfo. Supuesto que Z(f) # (), de
la condicién
Vw :|w|=1 se verifica ;ggluf(z) =00 (1)

se deduce que Z(f) no puede acumularse en D(0,1), y por tanto es finito.

A saber, si Z(f) se acumulase en D(0,1), entonces por el principio
de identidad f seria constantemente 0, lo que es contrario a la condicién

14



(1). Mientras que si Z(f) se acumula en algin wy € C(0,1), entonces
lim,_,, f(2) # o0, lo que de nuevo contradice (1).
Asi pues,

Z(f)=A{a1,....,an},

y por tanto podemos escribir
f(z)=(z—a)"..(z —an)"g(z), Vze D(0,1),

donde g € H(D(0,1)) y Z(g) = 0. Claramente la condicién (1) se transfiere
a g, esto es,

Vw :|wl|=1 se verifica lim g(z) = oo.
zZ—w

En conclusién, podemos suponer la existencia de una funcién f € H(D(0,1))
verificando (1) y con Z(f) = 0.
Entonces la funcién

1
?.D(O,l)—>C

es holomorfa, y verifica que

1
Im — =0 Yw : |w| =1.
) el

Por el Principio del médulo méaximo se tiene que % = 0, lo que es imposible.
|

Ejercicio Propuesto 131.
Sea f € H(D(0,1)) y verificando que | f(2%) |>| f(2) | para todo z € D(0,1).
Prueba que f es constante.

Solucién.
Dado z € D(0,1), la sucesién {z2" '} — 0y la sucesién imagen es creciente
en moédulo

) < IfFED < IfEY <

Como f es continua en 0 se tiene que

{F(2)) — £(0),

y por la continuidad del moédulo
n—1
{IFGE O — 1£0)].

15



Luego
|f(2)] < [£(0)].

Por el principio del médulo méximo, f es constante.

Ejercicio Propuesto 132.
¢ Verdadero o falso?

a) Si f € H(C) y Re(f) estd acotada, entonces f es constante.

b) Si f € H(D(0,1)) y Re(f) estd acotada, entonces f estd acotada.

Solucion.
a) Verdadero, por el Corolario 2.24.

b) Falso. Por ejemplo la funcién f € H(D(0,1)) definida por
f(z) =ilog(1+z)=i(log |1+ z|+iarg(1+2)) =

—arg(1+2)+ilog |1+ z |

tiene parte real acotada

Re f(z) = —arg(1+2) €] -

o] 3
ol 3

y sin embargo f no esta acotada, ya que

lim  f(z) = limli log(1 + z) = cc.
z—— T——

2€RND(0,1)

Ejercicio Propuesto 133.
Describir las funciones f holomorfas en C* que verifican lim,_o f(z) = oo
y| f(2) |=1 siempre que | z |= 1.

Solucién.
Sea f una funcién holomorfa en C* verificando que lim, .o f(z) = oo y
| f(2) |= 1 siempre que | z |= 1.

16



Para cada z con |z| = 1 se tiene que

1=|f(2)] = f(2) f(2) = f(@@-

Por consiguiente

f(2)g9(z) =1, Vz€C(0,1),
donde g : C\{0} — C es la funcién holomorfa definida por

9(z) = @

Por el principio de identidad se sigue que

f(2)g(z) =1, Vz e C\{0},

de donde se deduce que ambas f y g no se anulan en C\{0}. Ademas,

lim g(z) = lim =0,
2—0

1
20 7(2)

y por tanto g puede verse como una funcién entera cuyo dnico cero es 0.
Luego, existen n € N y ¢ funcién entera sin ceros tales que

9(2) = "o (2).

Puesto que ¢ no se anula en el disco unidad y

L=[f(2)9(2) |=] f(z)z"¢(2)

se sigue, del Corolario a los Principios del médulo maximo y minimo, que ¢
es constante en D(0,1), y por el Principio de Identidad, ¢ es constante en C
(obligadamente, dicha constante tiene médulo 1). Luego, existe 5 € C con
| B |=1 tal que f(2)2"3 = 1. Esto es, considerando o = 371, existe a € C
con | a |=1 tal que

=l ()], VzeC(0,1)

) =2 Vz €€ C.

2

Ejercicio Propuesto 134. B
Sea Q ={2€C :|Rez|<1l, |ImzI|<1}y f:Q — C una funcion

17



continua en Q y holomorfa en Q verificando que f(z) = 0 siempre que z € Q
y Rez = 1. Prueba que f(z) =0 para todo z € Q.
Sugerencia: considera la funcion g(z) = f(z)f(iz)f(—z)f(—iz).

Solucién.
Consideremos la funcién g :  — C definida por

9(2) = f(2)f(i2) f (=2) f (=iz).

Es claro que g es continua en Q, ¢ es holomorfa en Q, y g(z) =0, Vz €
Fr(£2). Por el principio del médulo maximo tenemos que

g(z) =0, Vze.
Por el ejercicio propuesto 120 se sigue que

f(z)=0, Vze€Q

0

f(iz) =0, VzeQ
0

f(=2)=0, VzeQ
0

f(—iz) =0, Vze€Q

En cualquier caso:
f(z) =0, VzeQ.

Finalmente, por continuidad

f(z)=0, Vze€Q.

Ejercicio Propuesto 135.
Sea f una funcion polinémica de grado n > 1. Supongamos que | f(z) |< 1
siempre que | z |= 1. Pruébese que | f(2) |<| z | siempre que | z |> 1.

Solucién.
Supongamos que

f(z)=ap+a1z+ ...+ anz" (a, #0),

18



y notemos que para todo z € C\{0}

f(z) ap ay ap—1
2" :z_”+z”_1 ot

+ an,

y por tanto
lim _f(z) =

= an
z—oo N

Consideremos la funcién g : D(0,1) — C definida por

f o= L) s 240
9(0) = an,

Claramente g € H(D(0,1)\{0}). Ademés g es continua en D(0, 1) ya que

lim g(z) = lim z”f(l) =1l

z—0 z—0 z

Por el Teorema de Riemann g € H(D(0,1)). Puesto que para cada z con
|z| = 1, también 2| = 1, se sigue que

o)l =17 () 1=1e1f (5) 1<

Por el Principio del médulo méximo
l9(2)| <1, Vze€ D(0,1).

Luego
17 (3) 1< 1. v e DOk

y por tanto
1 1, —
FOI< IS vz e DO, )\{0},

o lo que es lo mismo

lf(2)] < |2", VzeC: |z] > 1.

19



Ejercicio Propuesto 136.
Sea f una funcion entera acotada en el conjunto de puntos (R+iZ)U(Z+iR).
Justifica que f es constante.

Solucion.
Sea M > 0 tal que

| f(2) |< M, Vze (R+iZ)U(Z+iR).
Para m,n € Z consideremos el cuadrado
Crn = [m,m + 1] +i[n,n + 1].

Puesto que Fr(Cp,n) € (R+4Z) U (Z + iR), por el principio del médulo
maximo se sigue que

| f(2) IS M, Yz € Cpp.

Puesto que

C= |J Cun

m,neN

se sigue que f estda acotada por M. Por el Teorema de Liouville, f es
constante. ]

Ejercicio Propuesto 137.
Sea f una funcion entera no constante. Dado p > 0, definamos:

Ey={:€C:|f(2)|<p} y Fy={€C:| f()|< p}.
a) Prueba que la adherencia de E, es igual a F),.

b) Justifica que en cada componente conexa acotada de E, hay por lo
menos un cero de f.

Solucion.
a) Claramente

es un abierto contenido en



que es un cerrado. Veamos que la inclusion E_p C F), no puede ser estricta.
En efecto, si existiese a € F,\E,, entonces existirfa R > 0 tal que

D(a,R)NE, =10,

y por tanto
| f(2) |= p, Vz€ D(a,R).

Ya que a € F), se sigue que
| fla) |=p <[ f(2) |, Vze€ D(a,R).

Entonces, por el principio del médulo minimo, f seria constante en D(a, R),
y por el principio de identidad, f seria constante en C, en contra de la
hipétesis.

b) Cada componente conexa acotada de E, es un dominio acotado cuya
frontera estd contenida en F),, y por tanto | f | es constantemente p en la
frontera. Por el Corolario 3.13.c) se sigue que hay por lo menos un cero de
f en cada componente conexa acotada. [ |

Ejercicio Propuesto 138.

Sea @ ={z€C :|z|>1}, y f: Q — C una funcion continua en Q,
holomorfa en Q y que tiene limite finito en infinito. Justifica que la funcion
| | alcanza un mdzimo absoluto en un punto de la circunferencia unidad y
que, si f no es constante, la funcion o definida para todo r > 1 por

o(r) =max{| f(z) |:] z |=r}
es estrictamente decreciente.

Solucion.
Si
lim f(z) =a,

zZ—00

entonces consideramos la funcién g : D(0,1) — C definida por

{9(2)=f(%) si z2#0
9(0) =«
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Claramente g € H(D(0,1)\{0}). Ademés g es continua en D(0,1) ya que

1
lim g(z) = lim f(=) = lim f(z) = .
z—0 z—0 z zZ—00

Por el Teorema de Riemann g € H(D(0,1)), y por el principio del médulo
méximo | g | alcanza su méximo absoluto en C'(0,1). Luego | f | alcanza su
maéximo absoluto en C(0,1).

Supongamos ahora que f es no constante, por lo que también g es no
constante. Si consideramos la aplicacién M :]0,1[— R definida para todo
0<r<1por

M(r) = max{| g(2) |:] = |= 7}
sabemos por el ejercicio resuelto 83 que M es estrictamente creciente. Puesto
que
1
o(r)=M(=), Vr>1
T

se sigue que ¢ es estrictamente decreciente. [ |

Ejercicio Propuesto 139.
Sea Q un abierto del plano, f € H(Q) y zo € Q. Prueba que en cualquier
entorno de zy hay puntos a,b tales que

1) = f(a)

f(z0) = b—a

Solucién.
Consideremos la funcién F : 2 — C definida por

F(z) = f(2) = 2f'(20)

Es claro que F € H(Q) y F'(2) = f'(2) — f'(20), Vz € Q. Luego F'(z) = 0.
Por el Corolario 3.35, F' no es inyectiva en ningtin entorno de z5. Luego, en
cualquier entorno de zq existen dos puntos distintos a,b tales que F(a) =
F(b), esto es

f(a) —af'(z0) = f(b) — bf'(20),

o lo que es lo mismo



Ejercicio Propuesto 140.
Sea f holomorfa en un abierto Q, a € Q y f'(a) # 0. Prueba que, parar > 0
suficientemente pequeno, se verifica que

2me 1
f/(a) ~/C(a,r) f(w) - f(a)

Solucién.

Como f’(a) # 0, por el Corolario 3.35, f es inyectiva en un entorno de a.
Fijemos p > 0 tal que f es inyectiva en D(a,p), y consideremos la funcién
h: D(a,p) — C definida por

Claramente h es holomorfa en D(a, p)\{a} y continua en D(a, p), luego, por
el Teorema de Riemann, f € H(D(a,p)). Ahora, por la férmula de Cauchy
para la circunferencia tenemos que para todo r con 0 < r < p se verifica que
1 h
h(a) = — (2) dz,

- 2mi Clar) 2 — 0

esto es

1 1 dz
f'(a) — 2mi /C(a,r) f(z) = fla)
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